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一、随机事件与概率
1. 事件的关系与运算
事件包含与吸收律
若 A ⊂ B，则

A ∪B = B, AB = A.

其中 AB 表示 A ∩B，以上结论称为吸收律。

对偶律（德摩根律）
A ∪B = A ∩B, A ∩B = A ∪B.

可推广到 n个事件：
n⋃

i=1

Ai =
n⋂

i=1

Ai,
n⋂

i=1

Ai =
n⋃

i=1

Ai.

事件独立性
两事件独立：

P (AB) = P (A)P (B).

三事件两两独立：

P (AB) = P (A)P (B), P (AC) = P (A)P (C), P (BC) = P (B)P (C).

三事件相互独立：两两独立，且

P (ABC) = P (A)P (B)P (C).

2. 概率核心公式
加法公式

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB).

推广到三个事件：

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)

− P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ABC).

减法公式
P (AB) = P (A)− P (AB).

若 B ⊂ A，则
P (A−B) = P (A)− P (B).

条件概率与乘法公式
条件概率：

P (A | B) =
P (AB)

P (B)
, P (B) > 0.
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乘法公式：
P (AB) = P (A | B)P (B) = P (B | A)P (A).

全概率公式与贝叶斯公式
若 A1, A2, . . . , An 为样本空间的完备事件组，则

P (B) =

n∑
i=1

P (Ai)P (B | Ai).

贝叶斯公式：
P (Ak | B) =

P (Ak)P (B | Ak)∑n
i=1 P (Ai)P (B | Ai)

, P (B) > 0.

3. 经典概型
1. 古典概型：有限等可能样本空间，

P (A) =
A包含的基本事件数
样本空间总基本事件数 .

2. 几何概型：无限等可能样本空间，

P (A) =
A的几何测度

样本空间总几何测度 .

几何测度可以是长度、面积、体积等。
3. 伯努利概型：n重独立重复 0− 1试验，对应二项分布。

二、一维随机变量及其分布
1. 分布函数与分类
分布函数定义：

F (x) = P{X ≤ x}, x ∈ (−∞,+∞).

核心性质：非降、右连续，且
F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.

连续型随机变量：
F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt,

其中 f(x)为概率密度函数，满足 ∫ +∞

−∞
f(x) dx = 1.

随机变量分类：离散型、连续型。
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2. 常见离散型分布

分布名称 分布记号 期望 E(X) 方差 D(X) 核心备注

0− 1分布（伯
努利分布） X ∼ B(1, p) p p(1− p) 单次 0− 1试验

二项分布 X ∼ B(n, p) np np(1− p) n重伯努利试验
泊松分布 X ∼ P (λ) λ λ 稀有事件计数，λ > 0

几何分布 X ∼ Ge(p)
1

p

1− p

p2
首次成功的试验次数

3. 常见连续型分布

分布名称 分布记号 期望 E(X) 方差 D(X) 核心备注

均匀分布 X ∼ U(a, b)
a+ b

2

(b− a)2

12
区间 (a, b)内等可能取值

指数分布 X ∼ Exp(λ)
1

λ

1

λ2
无记忆性，λ > 0为失效
率

正态分布（高斯
分布） X ∼ N(µ, σ2) µ σ2 标准化：

Z =
X − µ

σ
∼ N(0, 1)

4. 标准正态分布核心性质
分布函数记为 Φ(x)，概率密度记为 φ(x)。

Φ(−a) = 1− Φ(a), φ(−x) = φ(x).

三、二维随机变量及其分布
1. 联合分布
联合分布函数：

F (x, y) = P{X ≤ x, Y ≤ y}, x, y ∈ (−∞,+∞).

离散型联合分布：
P{X = xi, Y = yj} = pij ,

∑
i

∑
j

pij = 1.

连续型联合分布：联合概率密度为 f(x, y)，满足

F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(u, v) dv du,

且 ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y) dx dy = 1.

2. 边缘分布
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离散型边缘分布律
X 的边缘分布：

pi· = P{X = xi} =
∑
j

pij .

Y 的边缘分布：
p·j = P{Y = yj} =

∑
i

pij .

连续型边缘概率密度

fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y) dy, fY (y) =

∫ +∞

−∞
f(x, y) dx.

3. 条件分布
离散型条件分布律：

P{X = xi | Y = yj} =
pij
p·j

, p·j > 0.

连续型条件概率密度：
fY |X(y | x) = f(x, y)

fX(x)
, fX(x) > 0.

4. 随机变量的独立性
离散型：

X,Y 独立⇐⇒ pij = pi·p·j 对所有i, j 成立.

连续型：
X,Y 独立⇐⇒ f(x, y) = fX(x)fY (y) 对几乎所有x, y成立.

5. 二维随机变量函数的分布
和的分布：设 Z = X + Y，则卷积公式为

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
f(x, z − x) dx =

∫ +∞

−∞
f(z − y, y) dy.

最值分布：设
M =max(X,Y ), N =min(X,Y ).

常用事件转化：
FM (z) = P (M ≤ z) = P (X ≤ z, Y ≤ z),

FN (z) = P (N ≤ z) = 1− P (X > z, Y > z).

若 X,Y 独立，还可进一步化为边缘分布函数的乘积形式。

四、随机变量的数字特征
1. 数学期望（均值）E(X)
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定义
离散型：

E(X) =
∑
i

xipi.

连续型：
E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x) dx.

随机变量函数的期望
一维：

E[g(X)] =
∑
i

g(xi)pi （离散）,

E[g(X)] =

∫ +∞

−∞
g(x)f(x) dx （连续）.

二维：
E[g(X,Y )] =

∑
i

∑
j

g(xi, yj)pij （离散）,

E[g(X,Y )] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
g(x, y)f(x, y) dx dy （连续）.

核心性质
E(C) = C (C 为常数),

E(CX) = C · E(X),

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) （无条件成立）.

若 X,Y 相互独立，则
E(XY ) = E(X)E(Y ).

2. 方差D(X)

定义
D(X) = E{[X − E(X)]2} = E(X2)− [E(X)]2,

标准差为 √
D(X).

核心性质
D(C) = 0 (C 为常数),

D(CX) = C2D(X), D(aX + b) = a2D(X).

若 X,Y 相互独立，则
D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

通用公式：
D(X ± Y ) = D(X) +D(Y )± 2Cov(X,Y ).
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3. 协方差与相关系数
协方差 Cov(X,Y )

定义：
Cov(X,Y ) = E{[X − E(X)][Y − E(Y )]} = E(XY )− E(X)E(Y ).

核心性质：
Cov(X,X) = D(X), Cov(X,Y ) = Cov(Y,X),

Cov(aX, bY ) = abCov(X,Y ),

Cov(X1 +X2, Y ) = Cov(X1, Y ) + Cov(X2, Y ).

相关系数 ρXY

定义：
ρXY =

Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

.

核心性质：
|ρXY | ≤ 1,

|ρXY | = 1 表示X,Y 完全线性相关.

五、大数定律与中心极限定理
1. 大数定律
核心概念：依概率收敛。样本均值随样本量增大，依概率收敛于总体均值。
核心定律：
1. 切比雪夫大数定律：独立随机变量序列，期望和方差存在，样本均值依概率收敛于期望的均值。
2. 伯努利大数定律：n重伯努利试验中，事件频率依概率收敛于事件概率。
3. 辛钦大数定律：独立同分布随机变量序列，期望存在，样本均值依概率收敛于总体期望。

2. 中心极限定理
核心思想：大量独立同分布的随机变量，其和的标准化变量近似服从标准正态分布。

独立同分布中心极限定理
设 X1, X2, . . . , Xn 独立同分布，且

E(Xi) = µ, D(Xi) = σ2 > 0,

则
lim
n→∞

P

{∑n
i=1Xi − nµ√

nσ
≤ x

}
= Φ(x).

棣莫弗‑拉普拉斯中心极限定理
二项分布的正态近似。若

X ∼ B(n, p),
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当 n充分大时，
X ≈ N

(
np, np(1− p)

)
.

六、统计量、三大抽样分布与正态总体抽样分布
1. 基本概念
‧ 总体：研究对象的全体，对应随机变量 X。
‧ 样本：独立同分布于总体的随机变量 X1, X2, . . . , Xn，n为样本量。
‧ 统计量：不含未知参数的样本函数。

核心统计量：
X =

1

n

n∑
i=1

Xi,

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2.

样本 k阶矩、样本 k阶中心矩：

Ak =
1

n

n∑
i=1

Xk
i , Bk =

1

n

n∑
i=1

(Xi −X)k.

2. 三大抽样分布
χ2（卡方）分布
定义：若 X1, X2, . . . , Xn 独立同分布于 N(0, 1)，则

χ2 =
n∑

i=1

X2
i ∼ χ2(n),

其中 n为自由度。
数字特征：

E[χ2(n)] = n, D[χ2(n)] = 2n.

可加性：若
χ2
1 ∼ χ2(n1), χ2

2 ∼ χ2(n2),

且二者独立，则
χ2
1 + χ2

2 ∼ χ2(n1 + n2).

t分布
定义：若

X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(n),

且 X 与 Y 独立，则
T =

X√
Y /n

∼ t(n),

其中 n为自由度。



概率论与数理统计・整理版 8

性质：关于 0对称；当 n → ∞时，t分布趋近于标准正态分布。

F 分布
定义：若

U ∼ χ2(n1), V ∼ χ2(n2),

且 U 与 V 独立，则
F =

U/n1

V /n2
∼ F (n1, n2),

其中 (n1, n2)为自由度。
性质：

F1−α(n1, n2) =
1

Fα(n2, n1)
.

3. 正态总体的抽样分布
设总体

X ∼ N(µ, σ2),

X1, . . . , Xn 为样本，X 为样本均值，S2 为样本方差。

1. 样本均值的分布：
X ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
,

X − µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1).

2. 样本方差的分布：
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1), X 与S2 相互独立.

3. t统计量：
X − µ

S/
√
n

∼ t(n− 1).

七、参数估计
1. 点估计
1. 矩估计：用样本矩替换总体矩，求解未知参数的估计量。
2. 最大似然估计：构造似然函数 L(θ)，求使 L(θ)或对数似然函数 lnL(θ)取最大值的 θ̂，即为最大
似然估计量。

2. 估计量的评选标准
无偏性
若

E(θ̂) = θ,

则 θ̂为 θ的无偏估计量。
样本均值 X 是总体均值 µ的无偏估计；样本方差 S2 是总体方差 σ2 的无偏估计：

E(X) = µ, E(S2) = σ2.
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有效性
同为无偏估计量的 θ̂1 和 θ̂2，若

D(θ̂1) < D(θ̂2),

则 θ̂1 比 θ̂2 更有效。

相合性（一致性）
当 n → ∞时，若 θ̂依概率收敛于 θ，则 θ̂为 θ的相合估计量。

3. 区间估计
置信区间：给定置信水平 1− α，构造统计量确定区间 (θ̂L, θ̂U )，使

P{θ̂L < θ < θ̂U} = 1− α.

核心场景：正态总体均值、方差的置信区间，包括单正态总体、双正态总体。

八、假设检验
1. 基本思想与步骤
核心思想：小概率事件原理，即小概率事件在一次试验中几乎不发生。
基本步骤：
1. 提出原假设 H0 和备择假设 H1；
2. 确定显著性水平 α，构造检验统计量；
3. 确定拒绝域，计算检验统计量的观测值；
4. 做出决策：观测值落入拒绝域则拒绝 H0，否则不拒绝 H0。

2. 两类错误
1. 第一类错误（弃真）：H0 为真时拒绝 H0，概率为 α，即显著性水平。
2. 第二类错误（取伪）：H0 为假时接受 H0，概率为 β。

3. 常见假设检验场景
正态总体参数的检验：
‧ u检验：方差已知的均值检验；
‧ t检验：方差未知的均值检验；
‧ χ2 检验：方差检验；
‧ F 检验：两总体方差比检验。

九、二级结论与心得体会总结
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1. 组合数核心公式

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

例：
C2
5 =

5!

2!3!
= 10.

2. 概率计算核心思路
先判断事件关系或概型，优先用公式简化计算；复杂事件用全概率公式或贝叶斯公式拆解。

3. 分布计算技巧
正态分布优先标准化；离散型分布先写分布律；连续型分布注意积分区间与密度函数的非零域。

4. 数字特征计算
优先用性质简化，避免直接积分或求和；方差计算优先用

D(X) = E(X2)− [E(X)]2.

5. 统计量核心结论
样本方差分母为 n − 1，是为了保证无偏性；三大分布均由正态分布构造，是正态总体统计推断的核
心。

6. 参数估计与假设检验的关联
区间估计与假设检验是对偶关系，均基于抽样分布的性质，核心是用样本信息推断总体特征。


